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door Dr W. Peremans

In dit repport wordt de formule
gitx log x =Bﬂ§’(u)elxv(u) du

voor poaltlgge re€le t en x bewezens hierin is

@Ku)— ZF 5/' Jitus log & 4

yr(u)= t log u.
Het is hiertoe voldoende de formule

1tx log x_ 1 ixe -1a0k+1t2,logi
(1) =-é';77—'_'ooe da
te bewijzen, want hieruit volgt door de substituties

A=t log u en£= us

de gewenste formule, 4
Om (1) te bewijzen beschouwen we de uitdrukkiggen, die uit
het rechterlid van (1) ontstaan door daarian te vervangen
resp. door_j en~j', wij tonen aan dat de belde laatste uit-
drukkingen bestaan en een som hebben, die gelijk is aan

eitx log x! Wij behandelen eerst de: integraal*[ .
We bewmszen eerst dat voor vaste R en 850 en -R<~a<LS de
1ntegraal

(2) l 1(t€, logé, - &) ag

voor K—eo uniform ino convergeert. _
Stel M = $& logé ~ A&, x =t
dan is - = t logé + t --o(%o, alsf)f—: e V.,

—x

b, (]
«

418 Kye Tt , dan 15 vootr & > K de Tindtie
M= t & log¢ ~ =& monotoon stijgend en als we g = up(n)

stellen, is ook de functie %Kﬁ) monotoon: stljgend, zodat men
heef} °0 \

Ucos(f»u@j& dama\-—i foL RN

WOQK-«K' t foy pn) + t —

‘ 2 2
< é—fogK-v-:t::Wm < 6(05K+t~5 ’
aangezien de integrand ?nqhet product is van een positieve
monotoon dalende functie en 0081, Het laatste 1id nasdert
voor K—>oc tot nul, zodat de integraal

j 'fa.oa.( t¢ logl— «£ )4 &



-"‘2—

en evenzo de intezraal

j sm(tﬁ.logﬁ-a&)da
dus ook de integraal (2) uniform in « convergeert voor K-o°,
Hlerult volgt dat

jeix“ l “i(¥Llogt - oai,)d&
geli;)k is aan K
1xo( j i(t 2,1og£ o(f.)da
K—)co .
enjdat hetze’ifde resuf’caat geldt alsf wordt vervamgen door

I

&}

Men heeft a
ddj i(t8 logf - ai)da j itﬁlog&daj Gol(x=E)

~R

11:5, logf, (1 - elR(& -x)) aé 1)
) j : ,
7 T Ex

Het recle deel hiervan is

Jsin (tglogé_'.,.ag‘,;‘Rx) - sin(té 1ogé) éa

en het imaginaire deel

chos(tﬁlogi) - co8§ (té\lcgiﬁ R £ =Rx) . dﬁ,

g = %
Wi;; beschouwen gQrst het rf(sele deel, waarvoQr,we in plaats van
jschrlaven j en f s De integraal j is gelijk
o X+1

aan xX+1

(3) sin(tf log ﬁ.)é{ios(ﬁﬁ Rx) —1} d &4_

0 X1 . .
R j cosgtaﬂlbgi ) 8in (RQ ~Bx) ‘d ..

§ - X
De tweede term is gell,}k .aan
(4 ~cos(tx log x)f sin R(E =x) &t +
_,j cos(t2 log &)= cos(t x 1og X)  g44 (RE -Rx) dC..
£ = x
(]
De eerste term hierih is gelijk aan
cos(t x log x} %‘*ﬁdw

en nadert voor R»»aomtgct 7 Eos(tx log x). In de tweede term
van (4) is de 1ntsgrand het product van een begrensde inte-
greerbare fuuotle en de alternerende functie ®in R(E. -x) en
nadert, aa.ngezien het integratieinterval onafnankelljk van
R is, tot nul als R—> oo . 2)

Voetnoten zie bovenasn pag. 3.



Voetnoten bij pag. 2.

Y

(5)

te)

(7)

Het is duidelijk dat de leatste overgang ook geoorloofd is
veor het geval £= x, want de leatste integrand nadert voaor
¢ —> x tot een eindige waarde.

Zie J, Wolff, Fourier'sche Reihen , pag. 1.

Hiermede is formule (4), dus de tweede term van formule (3)
behandeld. De eers13?+term van (3) is gelijk aan
) 1

j cos(RE, - Rx) =1 ats
o E\— X

gin(t x log x)
X +1
+J' sin($&log &) - sin(t x log X) ,.g R(E - x) 4l +
0 X+ é, - X
__J sin(t & logl ) - sin (t x log x) aé .

o & - x

De derde term, onafhankelijk van R, is begrensd; de tweede
term nadert voor R— oo tot nul (zie noot 2 ); de eerste term
is gelijk aan

R

. R '
sin (t x long)' f 99—-3—‘-‘—"45)-7—-1 dw = sin(t x log x) 99?—(&9}4’-".-1&./’
“kx '
aangezien -jkx =@ (de integrand is een oneven funncc:tie van ).

Het laatste lid van {6) is gelijk aan

R .

8in(t x log x) j;xgg—:—)&’u dw + gin (t x log x). log x.
Hierin is de laatste term, onafhankelijk wan R, beg};ensd;
de eerste term nadert voor R-ctot nul, aangezienfi 9—%‘“—5 d
bestaat. Hiermede is de gehele uitdrukking (3) behandeld.
Thans beschouwen we

Ksin (£& logl + 'Rﬁé - R x) - sin (t&.log&l aé.
- X .
i1

We splitsen deze integraal in twee termen; door de substitutie
v, = t ¢ log & (waarin g‘Z’: = t(logé +1)> O voor é > x+1 21, zo=
dat v, monotoon stijgend is en dus een monotoon stijgende
omkering x -.-.tpl(vz) bezit) gaat de tweede term over in

i (8inv, d v, '
T PV, ) = X} { Tog @ (v,) + 1}

en dit cbhvergeert voor K-'» tot een eindige wasarde onafhanke+.
lijk van R, asangezien de integrand het product is van een po-
sitieve monotoon dalende functie en de oscillerende functie
sin Ve -




- 4 =

De eerste term waarin we (7) splltsen gaat door de substitutie
Vy = talog&+ Rz -Rx (waarin a—- t logé +t + R) ©
wegens f'/‘l y zodat Vo monotoon stlggend is en dus een monotoon

stijgende omkering$, =@, (v2) bezit ) over in
tl([ogK-rRK-R;c :

sin vy d Vo
Chenyingons 1P2002) X [T TOEGo(v,) + T + Ty .
en dit convergeert voor K-« tot een eindige waarde, waarvan de

modulus kleiner is dan , 2 » hetgeen tot nul
t log (x+1) + 5t +R

nadert voor R-+o . Hiermede is bewezen,dat
K

lim 1lim / sin(t& logé + RE - BRx) - sin(té logé.)

Rse® Koo a- N

8

bestaat eg gelijk is aan
b eal

Treos(t x log x) - / Sin(télogi) - sin(tx log x) d.€.+
0 & T X o
+ s8in(t x log x).log x -f 8in(tz logé ) | d§ .
X#t a - x

Geheel analoog vindt men dat

fcos(t £logl ) - cos(tl logé + RE -Rx)

lim lim v
R K»c® dE
0 £ - x

bestaat en gelijk is aan

X+1
rein(tx log x) +]cos(tilog€.) - gos(t x log x) aE

+

o oo ﬁ,_ X ’ ’

~ cog(tx log x) . log x + j cos(t&logf,) as .
X+ E=x

Thans gaan wij om (1) te bewijzen de uitdrukking beschouweng

die uit het rechterlld van (1) ontstaat door dearin f te vervan-
gen door }_Bg f "

Wegens de unlforme convergentie van (2) voor K-« dienen we de

integraal

K.
ij elttloga (e"i S(E - x) _ “dz’

o - X
te beschouwen, Hierf"an beschouwen we wederom het reéle en imagi-
naire gedeelte en ’b13 de behandeling van elk van beide splitsen
we f in fx en f De integralen _/p leveren geheel analoog aan
het’ bovensteande voor R - !




sin(t £ logl ) - sin(t x log x)
Tecos(t x log x) +f - ég +

g T x

- 8in(tx log x). log x

voor het reele deel en sos(t . logl) - cos(t x log x)

7rein(tx log x) ~- : e &%’*q‘.’
S ' £ - x | '
+ cos(tx log x), log x ‘
~voor het imaginaire deel. K

Er rest ons thans dus slechts J te beschouwen. Analoog
ean het voorafgaande splitsen we hiervan weer af de term

] M df, die voor K=o convergeert tot
fwd&en bij het imaginaire deel de term

X+t
005? 5\-’ logé ) d€, die voor K- oo convergeert tot
-x
j 008(1"& 10&&).. ~ d&, Door optelling der gevonden resul-

x4

taten ziet men, dat formule (1) bewezen is, zodra is aangetoond,
dat K ‘ ’ S

J:gg(i‘f‘ logd - g2+ 8x)
) d&
£ = x '

lim 1lim

_5..-9 K> e

bestaat en gelijk san ml is.
Wij bewijzen dit voor het geval dat in de teller van de integrand
de sinus genomen wordt. Het andere geval verloopt analoog.

Stelt men v3..v(£,) = t& logé - Sff«be,
dv 3
dan is —p—=t logl+ t - 520, alsa.._e““t"""

k.

Yoor K,2e + ené 2 K, is v, een monotoon stijgende functie van

3
£, dusﬁ:kp3(v3) is ook een monotoon stijgende functie van £

Voor Kz) K heeft men
‘t'(zfogk,.-_ﬂg-hgi‘

Ky
(8) j s:m(té logé - S+ 8 x) gin v3 av,

K & -x f}asy, *J,{WB(VB) - xf {t long(v3)+t-9
Aangezien in de laatste integraal de integrand bestaat uit het
product vaen een positieve monotoon dalende functie en sin v3,
convergeert het rechterlid, dus het linkerlid voor K2t-> cQ

Wij kiezen thans het ged 1 K‘I’ dat groter is dan eST y 20 ;
klein dat vy (K )< v3(e ) o+ '%r . Het rechterlid van (8) is
in absolute waarde dan ten hoogste gelijk asn de absolute wear-
de van een integrazl, die uit dit rechterlid ontstaat door de

bovengrens te vervangen door de ondergrens, vermeerdert met 7 .



(9)

-6 -

Wij kunnen deze schatting ook met het linkerlid van (8) uit-
voeren. Men vindt dan dat de convergents. integraal

jsin(taloga-.sa+ Sx) "
L. e _

e

absoluut genomen ten hoogste gelijk is aan
K

j lsin(t 4 Logd - 8¢ + sx)|
4, . d

- £

e ¢ a-x <

- ¢
waarin K, bepaald wordt door v.(XK,) = v.(e ¢ ) +...3..._77'. .
3 373 3 > ¢
Wij bepalen de lengte h van het integratieinterval K3- e ¢
in (9). Door reeksontwikkeling van t & logé vindt men
.S'—t. ,S' £ £he
vy (e 7 +h)==v(e ) +. ——?

2( eg":&hﬁ"h)
waarin O < %1, Dan geldt voor h

th? 77'
2(6 «e +%\ ’ S.-t 7
I.‘
;,-34-\/ ‘:3’ +3Tte
dus h= : i oem
%
S-¢
é.7r+]/—’—7r‘-r 3mee €
< & L .
De integraal (9) is derhalve ten hoogste gelijk aan
37
g_:--,»l/-—?r +37rte ¢
t(e"”'-&-x)

en dit nadert tot nul als S—ow . Er rest ons thans nog om te
beschol,lwen de integreaal

je —?;m(té,logé - St;+ Sx)

de‘t'
& -x |
'.'Stel v,= v4(£) = 8¢ - Sx -t £log £, e
dan ts 9% -S-t-tloga> 0als £ <e ° .
aée,

Voor K4< e 2 en£4K¢ is v4(C ) een monotoon stijgende functie,

BT S




Yoor K5< K4 heeft men

./kq sin(t & logl - S, + 8x)

' .}
(10 Ks 51(,-:‘;-:/@&,,( =X

aé =
sin V4 dv4

sx-u(,g{'ﬁ(‘f,;) - Xi {S -t -~ % log(,q4(v4)75
Wij onderzoeken in hoeverre de noemer ¢ (v4) = \Y(ﬁ.) in de
integrand in het rechterlid van (10) monctoon afhangt van v 4

dus van ¢, Dasrtoe onderzocken wij van deze functie
V(L) = (4-%)(8 -t -t Llogt)
de afgeleide

, -ts logé+ (S - 2 % 4
Y(e) = £ 108 +~( )6+ bx = ~tlogl+ S =2t + -

& ' £
Deze functie W(&) is monotoon dalend, want hear afgeleide
YL )= = —3r (x +8) |
is negatief. %oor £, = x + 1 heeft men
Y'(x + 1) = -t log (x+1) + 8 -2t +
S-¢ X + 1
¥ daarentegen is

$x

20

voor voldoende grote S~ voori: e
-5#
\})(e?)“nt+t){é?<50

voor voldoende grote S, Daa.r\}"(a) monotoon dalend is bezit
Ve ) dus €én en slechts één nulpunt a , gelegen tussen x + 1
en e . Qp het interval (x + 1, a) is de f‘ug?tie"}'(&) derhal-
ve monotoon stijgend en op het interval (a,e ) 1s deze functie
monotoon dalend. _ '

Vervangen we in (10) de grens Ky door x + 1 en K, door a,
dan is de bescho%wde 1ntegraal, ebsoluut genomen, ten hoogste

gelijk aan —— e~ grf dit nadert tot nul voor S-w, .,
S=t =t l_og(x + 1)

Xies thans I{4 zo dat

& .z
V4(K4)> max(a, V4(e ) - -z )
Dan concludeert men uit formule (10) op analoge wijze als hier-

boven uit formule (8) dat de integraal
),'?"

/ sin(t & logt - Sé,+ Sx)
| 48,
a i c‘i - X

absoluut genomen ten hoogste gelijk is aan
e =

a1) /[sin(t&logci - Sff,i» Sx)l o

o ) b
K & -x £e 3
waarin K bepaald wordt door v4(K6) = v4(e ¢ ) - -—72-‘7(’.‘.



-8 -

Wij bepalen de lengte k van het integratieinterval
e - K¢ in (11). Door reeksontwikkeling van t 2 logé vindt men

(5 k) =y ¢
v,(e -k) =v,(e ™) + —
4 4‘ 2(65‘1.—-_ ??k) '
waarin 0 ¢<J%1. Dan geldt voor k
’bk2 3
= =TT

2(e %" -19"1{) 2

R
dus __.__7~,9’3,.)/——m’ 3T te € ]/3/1

k =

De integrsal (11) is derhalve ten hoogste gelijk aan

..f F’ 't
f v “/ .
Lo Kg - X e e e - \/
en dit nadert tot nul, als S—»w..

Hiermede is op grond van de opmerking in het middemn van pag.
5 de formule (1) volledig bewezen,




